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Abstract

The wavefunctions and energy-eigenvalues of the N-dimensional hydrogen atom are calculated
analytically. In the 2D and 3D case methods like separation of variables and Frobenius method
are used. In one dimension, a modified potential has been used, so that for x is zero the
divergence doesn’t occur. The 1D equation has been rewritten in Whittaker’s form of the
confluent hypergeometric equation. The solutions of this equation are well known, so that the
solution of the problem can be expressed in them. Comparison of the different results have been
made. The 2D electron in groundstate has a higher negative energy than in the 3D case, so that
its more strongly bound to the nucleus. The maximum of the radial probability function has
also shifted towards the nucleus. Trough the modification of the 1D potential, the energyspectra
of 1D and 3D atom are the same. Last, an attempt has been made to calculate the energy-
eigenvalues of a system where surface-electrons interact with a bulk of liquid helium. These
electrons polarize the medium, so that an interesting potential arises.
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1 Inleiding

Het waterstofatoom is structureel het meeste eenvoudige atoom. Een negatief geladen elektron
gebonden aan een positief geladen kern. Doorheen de geschiedenis is de kennis inzake dit atoom
altijd maar gegroeid. Startend van het klassieke beeld van een elektron dat een wel gekende
baan rond de kern doorloopt, tot uiteindelijk de fijnstructuur en de hyperfijnstructuur. Deze
kwantummechanische beschrijvingen van het waterstofatoom vereisen kennis van zowel relati-
viteit (spin-baan koppeling), alsook kennis van de interactie van de kern zijn magnetisch en
elektrisch moment met de velden die heersen in het atoom. De behandeling waarbij elektro-
nen beschouwd worden als spinloze puntdeeltjes die elektrostatisch interageren met de kern, is
gekend als de 'Gross structure’. Dit is dus, letterlijk vertaald, de ruwe beschrijving. Niet te
min is het doorlopen van deze beschrijving, en de wiskundige methoden en functies die hierbij
onmisbaar zijn, een zeer leerzaam proces. Het doorvoeren van een codrdinatentransformatie
waar op de gereduceerde massa wordt overgegaan, zal het oorspronkelijke twee-deeltjesprobleem
reduceren tot een exact oplosbaar één-deeltjeprobleem. Het oplossen van dit ’relatieve’ probleem
geeft als resultaat de golffuncties, waarschijnlijkheidsdichtheden en het energiespectrum van het
gebonden elektron. Meer concreet, zal telkens gebruik worden gemaakt van de symmetrie van
het relatieve probleem. Hierna zal dit worden opgesplitst in deelproblemen door het toepassen
van scheiding van veranderlijken. De oplossingen van die deelproblemen worden nadien samen-
gebracht en vormen de gezochte oplossing. Het tweedimensionaal en ééndimensionaal equivalent
van het waterstofatoom wordt door middel van zeer soortgelijke technieken onderzocht en de
respectievelijke resultaten met elkaar vergeleken. Als laatste wordt de opstelling waar elektronen
geplaatst zijn op een bulk vloeibaar helium bekeken. In deze situatie ontstaat zowel een attrac-
tieve als repulsieve kracht op de elektronen. De ene is respectievelijk het gevolg van het feit
dat de elektronen het medium polariseren, terwijl de andere volgt uit het Pauli exclusieprincipe.
Bij de beschrijving van dit systeem, en het uiteindelijk oplossen ervan, zal blijken dat dit sterke
gelijkenissen vertoond met het ééndimensionaal waterstofatoom.



2 Het driedimensionaal waterstofatoom

2.1 Het ééndeeltjeprobleem

Bij de uitwerking van dit probleem werd als leidraad [4] en [5] gebruikt.

De totale energie van het het waterstofatoom wordt gegeven door zijn Hamiltoniaan. Hier geeft
de eerste term de kinetische energie en de tweede term de potentile energie weer. Deze tweede
hangt enkel af van de absolute waarde van de afstand tussen het elektron en proton.

H=T+V
2 2
P .
=2 1P Ly(n-r) 2.1)

Het vinden van de eigentoestanden en de respectievelijke eigenwaarden komt neer op het
oplossen van de vergelijking H|¥) = E|¥). Een slimme keuze van het codrdinatenstelsel maakt
het probleem eenvoudiger want hierdoor wordt het tweedeeltjesprobleem herleid tot een één-
elektronprobleem. Men definieert de relatieve plaatsvector 7 en de plaatsvector van het massa-
middelpunt R:

‘—/» _ MpUp + MeVe
My + Me
Hieruit volgt:
o mpme | 4
=(———)v 2.2
e (22)
P = (my+me)V (2.3)
De factoren g’ﬁ;e en my + me worden respectievelijk de gereduceerde massa j en de totale

massa M genoemﬁ. De Hamiltoniaan krijgt zo de vorm:

2 2

P P
H=— 1 — Hyo + Hye 2.4
2M+[2M+V(F)] Mc + Hyel (2.4)

1 2
EI‘ geldt: [HM07Hrel] = 0 = [HMc,H] = [HrelyH]-

(1) P en P uitgeschreven in operator-vorm zijn partieel afgeleiden en deze commuteren met
elkaar. Wanneer de partieel afgeleide genomen wordt, wordt 7 constant gehouden. (2) Hyc
commuteert met zichzelf en commuteert met H,..;, dus ook met H. Een analoge redenering geldt
voor [Hye, HJ.

Er bestaat dus een complete set eigentoestanden van H, H,..; en Hy;c. Zoeken naar de eigentoe-
standen van H is equivalent aan het zoeken naar deze van H,.; en H;c. Opgelet, dit moet juist
geinterpreteerd worden: niet elke eigentoestand van H is een eigentoestand van H,.; en Hy o, er



bestaat wel alvast één complete set van eigentoestanden van H, H,.¢; en Hyjo. ¥ = VoW,
zodat:

(Hye + Hrel )V ycWre = EV e V,g
\I,TEZHMC‘IJMC + ‘IJMCHTel\Ijrel = E\IIMC\IITel
Uy ioHucVye + 9, HeqVeg = E = Eye + Ere (2.5)

rel

Uiteindelijk bekomt men:

HyeVyve = EvcVuc (2.6)
Hrelquel = Erel\prel

Vergelijking (2.6) kan herschreven worden als:

— V0 (2.8)

Dit is de Schrodingervergelijking voor een vrij deeltje. Deze heeft stationaire toestanden als
eigentoestanden. Anders gezegd de golffuncties zijn staande golven: Wy = Cexp [ik7], dit
invullen in (2.8) levert:

—h? - -
WVZC(ik)Z exp [ikT] = Eprc exp [ikT]
W2k
& Eye = Wi (2.9)

Dat de energie van het atoom afhangt van de snelheid waarmee het beweegt is niets nieuw,
onze interesse gaat echter uit naar de interne energiestructuur van het atoom. Er moet echter
wel een korte opmerking gemaakt worden over de berekeningen hierboven. Aangezien de massa
van een proton ongeveer 1830 keer de elektronmassa is, valt het massamiddelpunt van het atoom
zo goed als gelijk met het middelpunt van het proton. Het is dus eigenlijk de kern die zich als
een vrij deeltje gedraagt.

De Hamiltoniaan van het resterende probleem , na het het laten wegvallen van de onderin-
dices, is van de vorm:

_h2v2
H= =g ==V (2.10)

Er kan nu slim gebruik gemaakt worden van de symmetrie van de potentiaal in dit relatieve
probleem, deze is namelijk enkel afhankelijk van de afstand tot de kern m.a.w. sferisch symme-
trisch. Overgaan van cartesische naar bolcosérdinaten (z,y,z) — (r,0, ¢) zal het oplossen van
dit probleem vereenvoudigen.
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Figuur 2.1: het sferisch coérdinatensysteem.

De algemene uitdrukking voor de Laplaciaan luidt:

o 1 0 ([ =i O
V= V|G| 0! Glg ozl

De metriek in bolcotérdinaten wordt gegeven door:

1 0 0
gij = 0 7"2 0
0 0 r%sin?(9)
Men vindt dus:
SR PY N N DAL N
v o2 8r(r or +T25in(9) 89(Szn(9)89)+r25in2(9) D¢p?

De Schrodingervergelijking kan dan geschreven worden als:

19 ,0U 1 0 ov 1 v 2

TQE(T or * r2sin(6) 00 BV =0 (211)

2.2 Scheiden van veranderlijken

In bovenstaande uitdrukking (2.11) valt op dat het hoekafhankelijk en het radiaal deel apart
voorkomen. Men kan dan het scheiden van de veranderlijken doorvoeren, wat neerkomt op het
postuleren dat de oplossing van de vorm W(r, 0, ¢) = R(r)Y (0, ¢) zal zijn. De gescheiden vorm
terug invullen in de vergelijking geeft:

) 19 oy R oY

. 2 _
2or Y ) iy 00 OO B gg) T raginagy agr T 2 E - VIV E=0

na deling door % bekomt men:

19

OR 1 0 oY 1 0%y  2ur?
(M=) + — s
Ror* or Ysin(0) 00

(sin(0) 35) + Vsimze) 902 T 12

(E-V(r)=0

De som van deze termen is telkens nul, ongeacht ze afhankelijk zijn van verschillende varia-
belen. Dit kan alleen maar als beide termen constant zijn, men bekomt dus twee vergelijkingen.



10 o0R, 2ur* _
R@r(r o )+ 2 (E-V(r)=+A (2.12)
1 9, . 0 1 0%
Y sin(6) %(sm(ﬁ)%) * Ysin2(0) 942 —A (2.13)

Hier valt ook weer op te merken dat de termen die respectievelijk afhangen van 6 en ¢
gescheiden voorkomen in bovenstaande vergelijking. Vergelijking (2.13) herschrijven en daarna
scheiding van veranderlijken Y (6, ¢) = T'(0)F(¢) doorvoeren, levert:

, a. oY 0% 9
sm(@)%(smw)%) + 962 + AY sin“(0) =0

‘ o oT 0*F 9
sm(&)%(sm(ﬁ)F%) + TW + ATFsin“(0) =0

De bekomen vergelijking delen door TF en opsplitsen in deelvergelijking levert:

1 0°F
sin(0) 0 , . or Coum
T %(sm(ﬁ)%) Asin®(0) = +D (2.15)

2.3 Hoekafhankelijk gedeelte

De eigenwaardevergelijking (2.14) heeft als oplossing F ~ exp(4iv/D¢), waar F moet voldoen
aan periodieke randvoorwaarden F(¢) = F(¢ + 27). exp(iv/D27) moet dus gelijk zijn aan één,
of m.a.w. cos(y/(D)2r) + isin(v/D2r) = 1. Het is eenvoudig in te zien dat hieraan voldaan
wordt wanneer v/D een positief geheel getal is. Laten we dan D gelijk stellen aan m?2, zodat
F ~ exp(+im¢) met m een geheel getal.

Vergelijking (2.15) neemt nu volgende vorm aan:

or

sin(ﬁ)a(sin(ﬁ)ae

50 ) + (Asin?(0) — m*)T =0

Door over te gaan op nieuwe veranderlijken x = cos(6) en F(x) = T'(0), waar 0 € [0, 7] en dus
€ [—1,1], heeft men dat % = %Z—g =— Sin(G)a%. Hierdoor wordt bovenstaande vergelijking:

(2.16)

Deze moet voldoen aan singuliere randvoowaarden lim,_,1; P < co. Vergelijking (2.16) is
een vorm van de differentiaalvergelijking van Legendre, oplossingen van deze vergelijking worden
gegeven door de Legendre polynomen. Om de specifieke vorm van de oplossingen te bepalen, zal
gebruik gemaakt worden van de methode van Frobenius. Beschouwen we eerst het geval waar
m gelijk is aan nul.

Frobenius:P(z) = Y07 apz"*



n=0
= —%KZ an(n+8)2" ) = (3 an(n+ )2 )]
n=0 n=0

= —[(Z an(n+s)(n+s—1)z"72) — (Z an(n+ s)(n+ s + 1)z")]

n=0 =0
1 o oo

= _[(Z Zan(n + S)(n + s — 1)xn+s—2) — (Z an(n + S)(’I’L + 5+ 1)1/‘%—0—3)}

n=0n=2 =0

De term — Z}L:O an(n + s)(n+ s —1)z"=2 wordt gelijk aan nul gesteld, dit levert ons de
waarde van s. Voor n = 0 is hieraan voldaan wanneer s = 0 en s = 1, voor n = 1 wanneer s = 0
en s = —1. Beide termen zijn nul wanneer s = 0. De overige termen in de vergelijking geven
dan:

A "ana” = =) an(n)(n—1)2"2) = (O an(n)(n+ 1)a™)] (2.17)
n=0 n=2 n=0

A ana™ == [ansa(n +2)(n+ 1)a" — an(n)(n + 1)2"] (2.18)
n=0 n=0
nn+1)— K

anta = ¢ (2.19)

n+Dnt2)™
De bekomen recursierelatie levert ons een uitdrukking voor de Legendre polynomen. De
oplssingen zijn echter enkel aanvaardbaar als ze convergeren in de randppunten —1 en +1. Dit
zal enkel voldaan zijn indien de polynoom wordt afgebroken bij een zekere waarde voor n. Laten
we deze zekere waarde 1 noemen, de teller van de recursierelatie wordt nu nul indien A = 1(141).
Het 6-gedeelte voor m is nul heeft dus als eigenwaarden A = 1(1+1) met 1 is een natuurlijk getal
verschillend van nul. De bijhorende eigenfuncties zijn de Legendre polynomen Pj(x).
Vervolgens beschouwen we het algemene geval met m is niet gelijk aan nul.

0 9 OP Pm?

Om de oplossingen van deze differentiaalvergelijking te vinden, wordt eerst gekeken naar het
gedrag van P in nabijheid van de singuliere punten +1 en —1. In de buurt van deze punten kan
men het rechterlid van vergelijking (2.20) verwaarlozen. De vergelijking wordt dan:

0

0P, P,m? P,m?
‘- 2 a a _1a
—((1-%)

Ox )= sin2(0) 1 — a2

Kijkend naar deze vergelijking, kan men besluiten dat P, van de vorm (1 — 2%)* moet zijn.
Substitutie in bovenstaande vergelijking levert:

21— a2 = (1) (1~ 2y )
= —2u(1 — 2" + 4% pP (1 — 2?)P L

m? = —2u(1 — x?) + 42?1

10



In de limiet voor x gaande naar +1 valt de eerste term van het rechterlid weg en bekomt
men:

m? = 4,2
m

40
H==5

We vinden dus twee oplossingen, maar wegens de eis op convergentie wordt enkel de positieve
behouden. Men heeft dus dat limg_,4; P( ) = (1 —22)%. De oplossing van het probleem kan
nu geschreven worden als P(z) = (1 — 22)% R(z). Substltutle in vergelijking (2.20) levert:

2
((1- xz)%) — (2(m + 1)x2—]j) + (A~ m(m+1)R=0

Toepassen van de methode van Frobenius zal opnieuw een recursierelatie leveren.

Frobenius: R(z) = > 00 japz""*

oo o0
0=(1-2? Z an(n+s)(n+s—1z" 2 —2(m + 1z Z an(n + s)z" 1
n=0 n=0

+(A—m(m+1)) Z apz" s
n=0

1 o0
an(n+s)(n+s—1)z" "2 4 Z an(n+s)(n+s—1)z"2

n=0 n=2
o0
—Zan(n+s)(n+s—1)x”+s— (m+1) xZann—i—s sl
n=0 n=0
o0
+(A—m(m+1)) Z anz"
n=0

De eerste term van het rechterlid moet weer wegvallen. Voor n = 0 is hieraan voldaan
wanneer s =0 en s = 1, voor n = 1 wanneer s = (0 en s = —1. Beide termen zijn nul wanneer
s = 0. De overige termen in de vergelijking geven dan:

0=
ni_o;an(n)(n—l Zan (n—1)z" — (2(m + l)xni_o;)an(n)xnl
+ (A —m(m + 1));)%95"
_ZoanH (n+2)(n+ 1)z Zan Y(n— 1)z (2(m+1)i)an(n)x”
+(A—m(m+1 Zanx
—apya(n+2)(n+1) - n(n —1) — (2(m + Dan(n) + (A — m(m +1))a,
- _nmn—1)+2(m+1)n— A+m(m+ 1)%

(n+2)(n+1)

11



Dit kan herschreven worden tot volgende recursierelatie:

(m+n)(m+n+1)—A
n+1)(n+2)

Gnto = an (2.21)

Wegens de convergentie eis moet ook hier de reeks worden afgebroken bij een bepaalde n=l.
De eigenwaarden worden dus gegeven door A = 1(14+1) met 1 = m, m+1,.... De bijhorende
eigenfuncties zijn de zogenaamde Geassocieerde Legendre functies P/"(x).
De Legendre polynomen worden gegenereerd door de Rodrigues formule:

1 d

Pi(x) = ﬁ@(ﬁ — 1)

Zodat de Geassocieerde Legendre functie gegeven wordt door:

m
m

dam !

m
2

P () = (1—2?)

Voor het ¢-gedeelte hadden we F' ~ exp(£im¢) (met m een geheel getal), als eigenfuncties
gevonden. Het evenredigheidsteken kan nu vervangen worden door een gelijkheidsteken als we
normalisatie doorvoeren. Waardoor:

2m
C/ lexpim|’dp =1 <= 27C =1
0

Men heeft dus:

\/1277 exp imao (2.22)

Een analoge redenering geldt voor het #-gedeelte, echter de afleiding ervan zou ons te ver
leiden. Bij de berekening wordt eerst de constante bepaald voor de Legendre polynomen, waarbij
meermaals gebruik gemaakt wordt van de orthogonaliteitseigenschap, en daaruit deze van de
geassocieerde functies. Deze afleiding kan gevonden worden in wiskundige naslagwerken zoals
[9], en het resultaat werd hieruit overgenomen.

L oom 2 (I+]m))!
/_1[Pl @ dr = o T D)

Uit bovenstaande volgt dat:

22k 1= m))
Tl,m—\/ T " (cos(0) (2.23)

Waarbij geldt dat m 2[4+ 1 mogelijke waarden kan aannemen met m < |l| en [ > 0. Men kan
nu het 0 -en ¢-gedeelte combineren tot het totale hoekafhankelijk gedeelte:

Y7 (0.6) = \/ L el P cos(6)) exp (imo) (2.21)

12
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Figuur 2.2: de eerste zes Legendre polynomen, met x € [—1,1].
2.4 Het radiaal deel
De vergelijking van het radiale deel, vergelijking (2.12), luidt:

lg( 267]%) 2
RoOr " or K2

(E-V(r)=+A

De potentiaal V(r) van het relatieve probleem is de Coulomb potentiaal. De potentiéle
energie wordt dan gegeven door ﬁ%, met ¢g de diélektrische constante van het vacuiim. ¢
stellen we gelijk aan de lading van het elektron —e, en g2 de lading van het proton +e. We
weten dat A gelijk is aan [(I + 1) en door het rechterlid over te brengen en vergelijking (2.12) te

vermenigvuldigen met r% bekomt men:

1 0,,0R, 2u e I(1+1)
——(r"=—)+ =& R — R=0 2.25
r2 Or (r or )+ K2 (B+ 47reo7“) ( r2 ) ( )
Er wordt overgegaan op een nieuwe eigenwaardevariabele p = 2a,r, met o, = 21 ;LE"‘.
Hierdoor kan de energie uitgedrukt worden als F,, = _Fia%.

Substitutie van p in vergelijking (2.25) levert:

2 2 2
4oz 0 (28R>+ai< e 2a"1>R<4a”l(l+1)>R:0

”ap\" op dmeo|Enl p p?
Na deling door A = 8weei)TJ§n| en 4a?2 krijgt men:
190 ,0R A1 (41

(P +(5 -7 - R =0 (2:26)

P
p2dp Op p 4 p?

In herschreven vorm kan men inzien dat deze vergelijking van de vorm van Whittaker’s
vergelijking is. De oplossingen van die vergelijking zijn functies waarvan de voorfactoren bestaan
uit een exponentiéle functie exp (=) en een macht van p. Hierdoor kan men vermoeden dat
oplossingen van vergelijking (2.26) ook van deze vorm zullen zijn. Om de expliciete vorm van

13
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Figuur 2.3: de eerste zes Geassocieerde Legendre functies, met x € [—1, 1].

de oplossingen te bekomen, zullen eerst de limietsituaties p — oo en p — 0 bekeken worden. In
de limiet voor p — oo kan men de termen waar p in de noemer staat verwaarlozen en wordt
vergelijking (2.26):

’R

02

Q

=0

| =

Deze heeft als oplossing R = exp (§) + exp (5£). Wegens de eis van normeerbaarheid (wat
neerkomt op de eis van convergentie), moet de eerste term van het rechterlid geschrapt worden.
Voor willekeurige p kan men onderstellen dat R = exp (52)M(p). Substitutie in vergelijking
(2.26) levert:

9*M 20M  A—1 1(l+1
L
dp p’ Op P P

JM(p) =0 (2.27)

De limiet van deze vergelijking voor p — 0 geeft:

M 200G I(+1)

5 On 2

M=0
dp?>  padp p

Oplossingen van deze vergelijking zijn van de vorm p®. Invullen in de vergelijking levert:

2 s—l_l(l+1) S
2

s(s—1)p* 2+ Zsp p’=0
p p

— s(s—1)+2s—s(s+1)=0

= s=1

Men kan M (p) dus schrijven als p'H(p). Invullen in uitdrukking (2.27) geeft:

O?H  20+2 OH N—1-1
- 4 (— - 1)—/—4+"——H=0 2.28
72 ( P )8p P (2.28)
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Door gebruik te maken van de methode Frobenius kan men ook hier weer een recursierelatie
vinden die het verband weergeeft tussen opeenvolgende termen in de somreeks van H(p). Aan-

gezien de methode al twee keer geillustreerd is, wordt dit keer de uiwerking ervan niet weergeven.
Het resultaat dat men bekomt is:

ag+1 =

Erlel-A
(k+1)(k+20+2) "

(2.29)

In de limiet voor k& — oo wordt de reeks gegeven door %I?. Deze uitdrukking divergeert
voor k — 00, zodanig dat ook hier de reeks weer moet worden afgebroken bij een bepaalde k =
q. Men heeft dat de teller van de recursierelatie nul wordt wanneer A = ¢+1+ 1. De bijhorende
eigenfuncties die voldoen aan relatie (2.29) zijn de Geassocieerde veeltermen van Laguerre. In
het algemeen wordt ¢ vaak genoteerd als n, en de uiteindelijke uitdrukking voor R(p) is van de

vorm:

—p
R(p) ~ p'exp ()

204+1
Ln-‘rl

(p)

Wegens normalisatie moet er gelden dat:

(o)
J
De normalisatieconstante kan ook hier weer bepaald worden door te berekenen waar fooo drr?| Ry (1)]
aan gelijk is. Hiervoor wordt gebruik gemaakt van de generator functie van de Laguerre poly-

dTT2|Rn,l(r)’2 =1

2

nomen. De afleiding zelf zou ons te ver leiden, en de uitkomst van de integraal werd opgezocht

[9], deze luidt
eis voldaan wordt indien:

2n[(n+)13
(n—1-1)! -

Ryi(r) = v/ (200,)3

(n—1-1)!
2n((n+1)!)3

(2anr)l exp (—apT)

L2l+1

Na het omschrijven van p naar r, heeft men dat aan de normalisatie

(2au,1)

el (2.30)

Aangezien n = g+ 1 + 1 en q is positief geheel getal, heeft men dat n > 1+ 1.
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Figuur 2.4: de eerste zes Laguerre polynomen.
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Figuur 2.5: de eerste zes Geassocieerde Laguerre functies.

2.5 Energiespectrum, golffuncties en waarschijnlijkheden

We hadden A door n vervangen, dus is n gedefinieerd als:
B 2oy,
~ 8meo| Ey|

e? 2u

- 8meo | En| \| h2|Ey|
RUE. 1 [ e \?
2u  n? \8meg

We beschouwen de situatie waar het elektron gebonden is aan het proton (E,, < 0). Hierdoor
heeft men dat |E,| = —E, zodat de uitdrukking voor de energie uiteindelijk volgende vorm
aanneemt:

B, = -2t < ¢ >2 (2.31)

h2n2 \ 8meg

Aan de vorm Van deze formule ziet men dat het energieverschil tussen opeenvolgende niveaus
evenredig is met —3. De energieniveaus zijn dus niet equidistand. Men kan a; nog omschrijven:

2p| B |
72
_
B 471'60712
B e? Memy
 dregh? (me +myp

)

471’60712 memp
2

 Amegh? M
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-1
De factor ( 42;’%2) heeft de dimensie van een afstand en dit wordt de Bohrstraal ag ge-

noemd, met ag = 0.529A. Men kan E,, nu herschrijven:

—1 €2 Me\ —
Bu=o (=) (1+55)
" 2n? (47reoh2> + M
R, me\ ~1
By (14 me)
n?2 < * M
R, is de energie van de grondtoestand van het atoom, en staat bekend als de Rydberg
energie-eenheid. Alle waarden invullen geeft R, = 13,6 eV. Op figuur (2.4) ziet men dat de
energieniveaus inderdaad als maar dichter bij elkaar komen te liggen voor stijgende n. Ook is het
inderdaad zo dat de onderste lijn in de figuur, die correspondeert met de grondtoestandsenergie,
op —13,6 eV ligt.

Figuur 2.6: energiespectrum van het 3D waterstofatoom op een log-schaal.

De bekomen vergelijkingen voor de radiale en hoekafhankelijke eigenfuncties kunnen grafisch
weergegeven worden. Echter op zich brengen deze niet veel extra informatie met zich mee. Het-
geen ons interesseert zijn de waarschijnlijkheden die kunnen berekent worden uit golffuncties,
er kunnen verschillende waarschijnlijkheden onderscheiden worden. Het kwadraat van de radi-
ale eigenfunctie Ril(r) staat in verband met de waarschijnlijkheid om langs de richting (6, ¢)
het elektron te observeren in een volume-element rond (r,6,¢). r2R2,(r) staat dan weer in
verband met de waarschijnlijkheid om het elektron te observeren in een sferische eenheidsschil
met straal r. Wanneer de schil dikte dr heeft, wordt dit r2R2 ,(r)dr. |¥(r,0, ¢)|* kan dan weer
gebruikt worden om de waarschijnlijkheid dat een deeltje zichyop positie 7 in de ruimte bevindt
te berekenen. Als laatste is er nog |¥(r, 0, ¢)|>dV, dewelke de waarschijnlijkheid geeft om het
elektron te observeren in het volume-element dV op de positie (7,0, ¢). Waarbij geldt dat het
volume-element in bolcodrdinaten gegeven wordt door dV = r2drdcos()dfdé. In onderstaande
figuren worden sommigen van deze waarschijnlijkheden voor de eerste toestanden getoond.
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Figuur 2.7: in de linkerkolom worden de eerste zes radiale golffuncties alsook het kwadraat ervan
weergegeven. In de rechterkolom zijn de eerste zes radiale waarschijnlijkheidsdichtheden geplot.
De eenheid gebruikt op de x-as is de Bohrstraal.
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(3,2,1)

Figuur 2.8: elke figuur geeft de respectievelijke waarschijnlijkheid |W,, ., (r, 0, ¢)|? om het elek-
tron in een punt (7,6, ¢) terug te vinden voor een welbepaalde toestand. De assen getekend bij
de eerste figuur gelden voor alle figuren. De getallen bij de figuren geven telkens de waarde van
(n,l;m). Deze waarschijnlijkheden hangen enkel af van r en 6.
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(2,0,0)

(2,1,1)

(8,1,0)
(8,1,1) (8,2,0)
(3:2:1) (3,2,2)

Figuur 2.9: oppervlakken van constante waarschijnlijkheid |y, ;. (r,0,$)|? = le-5. De as ge-
tekend bij de eerste figuur geldt voor alle figuren. De getallen bij de figuren geven telkens de
waarde van (n,l,m).
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Figuur 2.10: contour plot van [¥,, ; (7,0, ¢)
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. Dit kan ook gezien worden als doorsnede van de
vorige figuren langs het (x,z)-vlak. De contourlijnen geven aan waar de waarschijnlijkheid gelijk
is. Binnen de contour lijn stijgt en erbuiten daalt de waarschijnlijkheid. De assen getekend bij
de eerste figuur gelden voor alle figuren. De getallen bij de figuren geven telkens de waarde van



3 Het tweedimensionaal waterstofatoom

De oplossingsmethode van het tweedimensionaal waterstofatoom is zeer analoog aan dit in drie
dimensies. Er zullen verschillende stappen ondernomen worden om het probleem te herschrijven
(zodanig dat het exact oplosbaar wordt) die men al kent uit het voorgaande. Allereerst wordt
er overgegaan op een nieuw coordinatenstelsel dat gebruik maakt van de symmetrie van het
probleem, meer bepaald poolcodrdinaten. Dit leidt ook hier tot een vergelijking die de beweging
van het massacentrum en één die de beweging van het elektron rond de kern beschrijft. De
interesse gaat weer uit naar het tweede probleem, de Schrédingervergelijking is hier van de
vorm:

2
—;LMVZ‘II(x,y) + V(z,y)¥(x,y) = E¥(x,y) (3.1)

De metriek in poolcotrdinaten is:

1 0
9ij = 0 r2

Figuur 3.1: poolcodrdinaten.

Aan de hand van de algemene uitdrukking voor de Laplaciaan, gegeven in in vorig hoofdstuk,
bekomt men:

p 10,0, 1, 0°
N r@r(r(?r)+ 1“2(8(;52)

Vergelijking (3.1) wordt dan:
10, 0V 10°0  2u
;g(TE)JFﬁWJFﬁ(E—V)‘P(T?@—O (3.2)

3.1 Scheiden van veranderlijken

Het radiaal en hoekafhankelijk deel komen gescheiden voor in de vergelijking, men postuleert
dat ¥(r,¢) = R(r)F(¢). Na substitutie in (3.2):

10 _OR. ROP 2

Deling door % geeft:

ig( aj)+l827p+2uT2
Ror or’ T PogE T R

(E-V)=0
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De som van deze termen is telkens nul, ongeacht ze onafhankelijk zijn van elkaar. Men
bekomt twee vergelijkingen:

r 0, OR, 2ur?

o,05)+ o (E-V)=+A (3.3)
1 9P

3.2 Het ¢-gedeelte

Eigenwaardevergelijking (3.4) zijn we al eens tegengekomen in vorig hoofdstuk. P moest hier vol-
doen aan periodische randvoorwaarden. De oplossing wordt gegeven door: P(¢) = \/% exp (imo),

met m = ++/A een geheel getal.

3.3 Het radiaal deel
Vergelijking (3.3) kan herschreven worden:

10, OR 20 m?
roray) Ty BT VIR =
0’R 10R 2u m?
LT Tl B B P —
8r2+r8r+h2< v >R

Door over te gaan op de eigenwaardevariabele p = %r wordt de vergelijking:
8u|E|9*R  SulE|OR | 2u e [8ulE]| 81| E| m?
2 2 2 9. ol R 2 2 o |f1=0
h® Op hep Op h dmeop V' h s p

9?R 10R ER 2162 h? m?

—— -+ + R——R=0

9p*  pdp AE|  dmegph® \ SulE| T p?
0?R 10R R pet m?
S -+ R——R=0
0p> pdp 4 \/<8(27760)2p2]E]h2) P>

pet
8(2mep)2| E|R?

Stellen we A = ), dan krijgt men:

#R 10R R XA, m?
52 T ooy "t R R0

Na herschikking bekomt men uiteindelijk:

O*R 10R <)\ 1 m2)
9> pdp \p 4 p 39

De radiale vergelijking kan ook in het tweedimensionale geval herschreven worden in de vorm
van Whittaker’s vergelijking. De bekomen vergelijking gaan we oplossen op de zelfde manier als
in hoofstuk 2. Om de uiteindelijke vorm van de oplossing te bepalen, kijken we dus eerst naar
de limietgevallen. In de limiet p — oo wordt vergelijking (3.5):

’R

02

Q

=0

| 3



De oplossing van deze differentiaalvergelijking luidt: R = exp (§) + exp (5?). Waarbij de
eerste term moet wegvallen wegens de normalisatie eis.

Voor willekeurige p heeft men dat
R = exp 5*M(p). Substitutie in (3.5) levert:

1 —p 1 —p,OM —p O*M
4e>(p(2)M Q(Qexp( ) p>+eXp(2)8p2
1 /-1 —p —p,OM A1 m? 2
+,0<2eXp(Z)M+eXp(2)6p>+<p_4_p2 eXpQM—O

Hier kan in elke term exp (=) geschrapt worden en na vereenvoudiging krijgt men:

2 2
(3M_(9M+18M+<)\ 1 m)M—O

- -——— - = 3.6
op*  Op p Op p 20 p? (3:6)
Bovenstaande vergelijking wordt in de limiet p — O:
O’M  10M m?
+o—t+—5M=0
9> pOp  p?
Oplossingen van deze differentiaalvergelijking zijn van de vorm M (p) ~ p®.
B Spsfl m2ps
s(s—1)p* 2+ L — — =0
p p?
— s(s—1)+s-—m?=0
—= s =m?
= s=+Im
Voor willekeurige p heeft men dat M(p) = p™H (p). Substitutie in (3.6) levert:
m—2 m—1 m—2 A 1 m2 m
m(m —1)p" "= —mp" " +mp" "+ | = — — — — | p""| H(p)
p 20 p
OH O*H
-1 —1 —1 _
[(m(m —1)+m—m?) p"? + (—m +A— 2) P H(p)
oH . 0°H
9 1 m—1 __ m m =0
+[2m+1)p p ]ap+p v
PH [2m+110H |—-m+A—3
Ho? [ :| ) 2 H(p) =0
p p P P ]
Dit herschrijven levert:
H OH 1
— + (2 1—p|— — A——=|H(p)=0 3.7
P+ Bma 1= G0 [ me - 5| HG) (3.7

Deze is duidelijk van de vorm van de vergelijking van Laguerre. Frébenius levert ook hier
weer een recursierelatie. Hier moet weer afgebroken worden bij een bepaalde k = n. En opdat
de teller nul zou worden moet n gelijk zijn aan m + \ — % De oplossingen van de vergelijking
zijn de Geassocieerde Laguerre polynomen. De oplossing van het radiaal deel is dan:
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N _ Py mr2m]
R(p) ~ exp (=5)p" Ly 1y 1 (P)
Hier eisen we dat [~ drr|Rym(r)|?> = 1. Voor de berekening van de normalisatieconstante
hier kan uitgegaan worden van de algemene uitdrukking in vorige hoofdstuk. Mits kleine aan-

passingen bekomt men:

_ (A =35 —|m])! anr m  2Iml|
R(r) = \/an(( 2 exp ( 5 )(anr) L|2m|+>\_%(anr) (3.8)

met A = 1/2,3/2,... en a, = /2L

3.4 Golffuncties en het energiespectrum

Om later een betere vergelijking met het driedimensionale waterstofatoom te kunnen maken,
definieert men een nieuwe variabele n = A + % Hierdoor heeft men dat n een natuurlijk getal
is verschillend van 0 en dat m een geheel getal is met |m| < n. De totale oplossing ¥, ,, is dan
van de vorm:

_|om (n—1—|m|)! T m 7 2|m| .
Frlr) = \/% Tl = T & (~ 5 ) (@) Elm-aenr) exp (i) (39)
Het energiespectrum wordt gegeven door:
1 7
n—==\=¢e?
2 8(2meg)2| E|h?
8(2men)2h*(n — £)? 1
el |E|
—ety
<~ FE, = (3.10)

Figuur 3.2: energiespectrum van het 2D waterstofatoom op een log-schaal.
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Figuur 3.3: radiale waarschijnlijkheden van het 2D waterstofatoom. De eenheid gebruikt op de
x-as is de Bohrstraal.
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4 Het ééndimensionaal waterstofatoom

De Schrédingervergelijking voor het elektronprobleem in één dimensie luidt

—h? d>v e?
2m dx?  dmweplx|

U(z) = BV(z) (4.1)

In dit geval hebben we nog steeds te maken met een Coulombpotentiaal, we gaan deze echter
aanpassen. Het geval waar x > 0 en = < 0 schept geen moeilijkheid, de samenvoeging van deze
twee oplossingen in x = 0 is echter niet zo eenduidig. Immers, wanneer x — 0 heeft men dat
E — —oo omdat (V) = ffooo da:W = 0o. Wanneer men dit wel toelaat, is de bindingsenergie
van de grondtoestand —oo. De potentiaal wordt gedefinieerd als:

dmeg|z]

Viz) = e als x groter dan nul
00 als x kleiner of gelijk aan nul

Zodanig dat de golffunctie ¥(z < 0) = 0.

00— P vx)

x<O0 x>0

v

~1/x

Figuur 4.1: de aangepaste 1D potentiaal.

4.1 Oplossingsmethode

Rest ons nog het geval waar = > 0. Er wordt overgegaan op een nieuwe variabele z = STZLE‘ T.
Hierdoor wordt vergelijking (4.1):
—h? 8m|E| d*¥ 2 E
8m|E)| € 8m|E| U — BV
2m  R?  dz? 4reol?| h?
v E v e*m 1
2 TE T TN sz g a0
dz? B4\ 8(2me0)?h?|E] |2]
Aangezien het elektron zich in een gebonden toestand bevindt is |E| = —FE en introduceren
we de parameter v = , /m. Hierdoor wordt bovenstaande uitdrukking:
v v v
_ = — =0 4.2
dz? 4 +7\z| (42)

Ook deze vergelijking is teruggebracht tot Whittaker’s vorm. Deze keer gaat de oplossing
van de vergelijking (4.2) echter op een andere manier bepaalt worden dan voorheen. Nu wordt
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er niet eerst op zoek gegaan naar de asymptotische vorm van de oplossing, maar zal er gebruik
gemaakt worden van de algemene uitdrukking voor de vergelijking van Whittaker. Deze luidt:

M lw=0 (4.3)

Vergelijkt men de algemene vorm (4.3) met de gevonden vorm (4.2), dan ziet men dat kK =~
en dat (% ) =0 = u= i%. De oplossingen van de vergelijking van Whittaker zijn echter
al bepaald, en worden ’de functies van Whittaker’ genoemd. Deze oplossingen zijn opgelijst en
kunnen opgezocht worden in wiskundige naslagwerken zoals [1]. Hier vindt men als oplossing:

— 1
Ween(2) = exp (5)23 U (5 + p = 1,14 2p1,2)

Waar U( + p — k,1 + 2u, ) bekend staat als de functie van Tricomi. In [1] vindt men
echter ook een verband tussen de functie van Tricomi en de veralgemeende Laguerre polynomen.
Namelijk:

U(—n,a+1,2) = (=1)"n!L{(2)

Men heeft dat —n = % +u—renl+2u=a+1. Men bekomt:

—Zz 1

W+ ,u(2) = exp (7)Z(§+“)(—1)(n)n!L7(12“)(z)

Voor bovenstaande vergelijking (4.2) wordt dit:

W,1,4(2) = exp (5)2(=1)"nlL} (2)

Met n > 0.

4.2 Energiespectrum en golffuncties

Wegens de eis van normalisatie, [;° dz|¥(2)|* = 1, veranderd echter de voorfactor nog. Kleine

aanpassingen aan de driedimensionale normalisatieconstante geeft deze voor het ééndimensionale

geval. Voor z > 0:
B [8m|E,| (n—1)! -z, 1
\Iln+17%(z) - \/ h2 271,(*1)”(71')5 €xp (T)ZLTL(Z) (44)

Waar n > 0 en dus v > 1. De uitdrukking voor de energie wordt dan:

B etm
7=\ 8(2re 2R E]
4
— 1
E, - e*m L
8(2meg)?h” v
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Figuur 4.2: energiespectrum van het 1D watersotfatoom op een log-schaal.
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5 Oplossingen vergelijken en bespreken

Wanneer men de bekomen energiespectra met elkaar vergelijkt, valt op dat deze in het 3D en 1D
geval identiek zijn. Wanneer men artikels raadpleegt, spreekt men echter in het 1D H-atoom over
een bindingsenergie van —oo voor het elektron in de grondtoestand. Het verschil in resultaat is
te wijten aan de aanpassing die gemaakt werd bij de 1D-potentiaal. De potentiaalfunctie was
daar oneindig in het punt x = 0, wat de reden is waarom de bindingsenergie in dat geval —oo
is. Ook ligt de 2D-nulpuntsenergie vier keer lager dan deze van het 3D waterstofatoom. Het
elektron in de grondtoestand zal dus sterker gebonden zijn in het 2D geval.

-1

-10 T
1D 2D 3D
Es o B
Es S
. - B — R ]
_100; Tt~ e T 3
Es — —~——__ e T
w” E: - -
-10'F E
E:
10°¢t !

Figuur 5.1: de energieniveaus van de grondtoestand en de eerste vijf geéxciteerde toestanden
voor het 1D, 2D en 3D waterstofatoom. (log-schaal)

In grafiek (5.2) zijn de 2D -en 3D-radiale waarschijnlijkheidsdichtheden van de grondtoestand
uitgezet. Deze functie piekt in het driedimensionale waterstofatoom bij de Bohrstraal, terwijl
deze in het 2D-geval piekt bij % Bohrstraal. Anders gezegd, de dichtheid van de 2D-elektronwolk
(die geassocieerd wordt met de waarschijnlijkheidsverdeling) is naar de kern toe verschoven.

0.7 T T T T T T

0.6 B

0.5 / \\\ -

I [ e S| | ! ! ! I ! | 1
0.75 1 1.25 15 1.75 2 2.25 25 275 3 3.25 35 3.75 4
r/a0

Figuur 5.2: de radiale waarschijnlijkheidsdichtheden voor de grondtoestand voor het 2D en 3D
waterstofatoom. De grafieken bereiken hun piekwaarde bij een verschillende straal.
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6 Elektronen op een bulk vloeibaar helium

Wanneer elektronen boven vloeibaar helium gebracht worden, polariseren deze het medium.
Hierdoor ontstaat een attractieve kracht. De potentiaal hiervoor verantwoordelijk kan bepaald
worden door gebruik te maken van de methode van de beeldlading. De polarisatie veroorzaakt
door een elektron op een afstand x van het medium, is mathematisch analoog aan de polarisatie
veroorzaakt door een positieve lading in het medium. Deze beeldlading brengt een elektrosta-

tische potentiaal tot stand, i.e. een Coulomb potentiaal. Deze heeft als grootte V(z) = miio,
met 6 = ﬁ. Waar € en eg. respectievelijk de diélektrische constante van vacuiim (~ 1)

en van helium (~ 1.0572) voorstellen. xg is de positie van de beeldlading in het medium. Door
de attractieve kracht bewegen de elektronen naar het medium toe. Aangezien echter helium een
edelgas is, zal een repulsieve kracht ontstaan ten gevolge van het Pauli exclusieprincipe. Een
extra elektron zou namelijk zou namelijk een toename in energie voor het atoom betekenen. Op
deze manier een wisselwerking tussen twee krachten. De repulsieve kracht is veel sterker dan de
attractieve, maar heeft een korte dracht. Voor z < 0 kan men dus stellen dat het elektron enkel
de potentiaal ten gevolge van het Pauli exclusieprincipe ondervindt. Een goede benadering voor
de potentiaalfunctie wordt gegeven door:

00 als x kleiner of gelijk aan nul
v ={

x

als x groter is dan nul (6.1)

Dit probleem is equivalent aan dit van een ééndimensionale waterstofatoom waarvan de kern-
lading gereduceerd is. Er zijn echter kleine verschillen tussen de experimenteel en theoretische
bepaalde resultaten. Oorzaken hiervan zijn onder meer een niet perfect glad helium oppervlak
en een niet oneindige potentiaal voor x < 0. Om te corrigeren voor deze effecten werden er
verscheidene andere potentialen voorgesteld i.p.v.(6.1). Onder meer:

Vi) — Vo als x kleiner of gelijk aan nul
(@) = ge als x groter is dan nul

T+x0

(6.2)

Waar de potentiaal Vj experimenteel bepaald is als 1.04 eV, en waar het effectieve heliumop-
pervlak een afstand xq in het helium ligt.

AV

—Vo

. ;

Figuur 6.1: de potentiaal V(x) (blauw), samengesteld uit de potentiaal voor z <0 en z > 0.
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6.1 Uitwerking

Voor z < 0 is de Schrédingervergelijking voor een elektron van de vorm:

—h? 0%V
— - U =FEV .
2m Ox? eVo (6:3)
h? 9*W
———— 4+ (F U=
5 D02 + (£ + eVp) 0
Stellen we E> = E + 1eV. En brengt men de tweede term over naar het rechterlid, dan

bekomt men onderstaande differentiaalvergelijking:

0% B _QmE/\I/
dx2 B2

Met als algemene oplossing: ¥(z) = Cexp (—kz) + Dexp (kx). Waar k = ,/Qh—";(% — E').
Omdat de golffunctie eindig moet blijven voor x — oo, eisen we dat D = 0. De oplossing wordt
dan:

U(z) = Cexp(—kz) (6.4)

Voor x > 0 luidt de uitdrukking voor de Schrodingervergelijking:

—h? 92V de?
2m 02 x4+ a9

U =FEv (6.5)

Substitutie z = oy, (z + z¢) levert:

U Uy
T Ty =
022 4 + z 0
o m(5e2)? . 8m|E)| v . . )
Met ~v = R VA = Deze vergelijking heeft als algemene oplossing [1]:
U(z) = Bzexp (5)U(L - 7,2.2) (6.6)

Waar U één van de twee confluente hypergeometrische functies is. Het is deze die behouden
blijft wegens de convergentie eis op oneindig. De energie-eigenwaardevergelijking wordt nu be-
komen door de eis dat ¥ en ¥’ continu moeten zijn in z = 0.

Voor z < 0 heeft men:

v0)=C

U (0) = —kC 8
Voor = > 0 heeft men:
U(0) = Baxy exp(_O;xO)U(l — 7,2, ax) (6.9)
¥(0) = Baxg exp(_o‘;o) (1- ?)U(l — 7,2, am0) + 2o(y — DU(2—7,3,az0)|  (6.10)
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Waarbij de laatste term in uitdrukking (6.10) bekomen werd door gebruik te maken van
de uitdrukking (13.4.21) voor de afgeleide van U in [1]. Men kan de vier vergelijkingen nu
combineren:

(6.8)  (6.10)

6.7) (6.9
B or U2 —7,3,axg)
—r={1- 20) + Ul —7,2,04:172)

U(2 -0 37 Oé.%'())
U(l -7 27 OéLL‘Q)

ox
F(E)=r+(1— 70) +ao(y—1) (6.11)
De nulpunten van de functie F(E) zijn de energie-eigenwaarden. Deze functie kan echter
herschreven worden door opnieuw gebruik te maken van de relatie tussen U en de Laguerre
polynomen|[1]. Men bekomt:

(1172 = 2
F(E):H—i—(l—%)—kxo(v—l) - 0 2
(=171 = DL, 2 (o)
axg L(VQ—)Q(OCUCO)

F(E)=r+(1— (6.12)

) — 20 1
2 Lsy—)1(04950)

6.2 Resultaten

Wanneer (6.12) geplot zou worden, verkrijgt men een oscillerende functie. De nulpunten van deze
functie leveren de discrete energieniveaus. Het plotten van deze functie bleek echter niet triviaal,
waardoor de oplossingen niet meer bekomen zijn binnen het opgelegde tijdskader. Hierdoor
kan er geen vergelijking worden gemaakt tussen dit energiespectrum en het energiespectrum
gevonden bij het ééndimensionale waterstofatoom.
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7 Besluit

De analytisch bekomen golffuncties en energiespectra, zijn met elkaar vergeleken in hoofdstuk
5. Door de aangepaste 1D-potentiaal is het 1D-energiespectrum gelijk aan dit van het 3D-
atoom. Uit het energiespectrum van het 2D-atoom concludeert men dat het elektron sterker
gebonden is aan de kern. Als men de radiale waarschijnlijkheden grafisch weergeeft wordt dit
bevestigd, de grafiek piekt in het 2D dichter bij de oorsprong. Dit wijst op een verschuiving
van de elektronenwolk naar de kern toe. Als laatste werd getracht een systeem van elektronen
gebracht op een bulk vloeibaar helium op een analoge wijze als voorheen, te beschrijven. Het
energiespectrum van dit systeem, gebruikmakend van potentiaal (6.1), is gelijk aan dit van het
1D-atoom met een gereduceerde kernlading. Experimenteel zijn er echter verschillen opgemerkt,
waardoor andere potentialen, waaronder (6.2) werden voorgesteld. Het is dan ook deze potentiaal
waarvan uit gegaan werd in de berekeningen. De golffunctie en zijn afgeleide zijn continu, wat
in rekening werd gebracht wanneer de oplossing voor x > 0 en z < 0 werden samengebracht.
Men verkrijgt twee vergelijkingen die kunnen samengevoegd worden tot één, en men bekomt de
energiefunctie. Deze energiefunctie is een oscillerende functie, waarvan de nulpunten de discrete
energiewaarden van het gebonden systeem bevat. Er werd een uitdrukking bekomen voor deze
functie, de nodes bepalen bleek echter niet triviaal. De vergelijking met het 1D-atoom kon
hierdoor binnen het opgelegde tijdskader niet meer worden gemaakt.
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